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Warmte-overdracht 1n een gietblok

1. Inleliding
Aan het Mathematisch Centrum werd de vraag gesteld een wis-

kundig onderzoek te verrichften over het gedrag van een stalen giet--
blok in de volgende drie fasen onmiddellijk volgend op het gleT-

proces
L afkoeling in de vorm,

IT afkoeling zonder vorm,
ITTI egalisering.

In wezen betreft het hier een warmtegeleidingsprobleem dagt
beschreven kan worden door een parti€le differentiaalvergelil jking
met zekere randvoorwaarden. De hierbilj voorkomende moeilil jkheden
zijn deels van mathematlische deels van fysische aard.

De mathematische formulering van de randvoorwaarden vooronder-
stelt een Juliste kennls van wat er zich aan het oppervliak van het
blok afspe~lt, b.v, de dinvloed van straling en convectle. Zodra de
elgenschappen hiervan bekend zijn kunnen de desbetreffcende diffec
tliaalvergelijking en randvoorwaarden opgesteld worden. De mathema-
tlscne ul-werking is 1in het algemeen slechts mogelijk door gebruik
te maken van een grote electronische rekenmachine. Het is hierbi]j
wens2llijk het probleem tot een tweedimensionaal probleem te ver-
eenvoudigen (staaf met een rechthoekige doorsnede). Dezc methode
wordt o.a. gevolgd door Sarjant en Slack.

L2 essentille mathematische moeilijkheid bij dit soort problc.
men 18 het optreden van cen variabel scheidingsvlak tussen twee
gebieden, de een vloeibaar,de ander vast. De wijze waarop dit front
zlch beweegt, zodanig dat b.v. bij stolling het vaste gebied zich
uilcbre ' 'dt, 1s a priori onbekend en is zelf door het probleem be-
paald, ’r~oblemen van deze aard treden ve~clal op bij faseovergangen
als smelten, stollen, kristallisatie, en heten Stefan-problemen
naar de eerste onderzocker.

Slechts onder zeer vereenvoudigde aannamen kan men met behulp
van de analytische hulpmiddelcen van de wiskunde enig inzicht ver-
krijgen. In § 2 wordt aldus het klassieke probleem van Neumann nog
eens behandeld. In feite wordt hierbilj het blok vervangen door een
planparallele plak of een halfruimte, hetgeen neerkomt Oop €een reduc-
tie tot een ééndimensionaal probleem. De randvoorwaarde bij het pro
bleem van Neumann 1s dat de temperatuur aan de wand plotseling ver-
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laagd wordt en verder constant wordt gehouden. Ondanks deze kunst-
matige randvoorwaarde geeft het probleem van Neumann het aantrek-
kellijke resultaat dat het grensvliak met de wortel van de tijd voort-
schrijdt, hetgeen in de practijk vrij goed schijnt te kloppen. In

3 3 behandelen we een ultbreiding van het probleem van Neumann,
waarblj de warmtegeleldingscoé&fficiént een functie van de tempera-
tuur 1s. De oplossing van dit probleem is aangegeven door de heer
M.L. Potters van het Mathematisch Centrum. In Q 4L behandelen we een
generalisatie van het probleem van Neumann, waarbij een willekeu-
rige randvoorwaarde gekozen 1s. Dit komt dus er op neer, dat van
het gletblok slechts een zijvlak bekeken wordt. Mathematisch leidft
dit problecem tot cen integraalvergelijking welke redelljk hanteer-
baar 1s, d.w.z. dat er een analytische benaderingsmethode mogeli jk
is en dat een numerieke oplossing met betrekkeliljk eenvoudige hulp-
middelen kan worden ultgevoerd. De essenti&le beperking van deze
methode 1is dat slechts één dimensie beschouwd wordt. ILen tweedimen-
sionaal model verelst daarentegen, zoals boven opgemerkt, het ge-
brulk van omvangrijke numerieke hulpmiddelen.,



2. Probleemstelling

We beschouwen het model van een halfruimte x >0 welke op het
begintijdstip t=0 geheel uit vloelbaar staal bestaat waarvan de
temperatuur T Jjulst de smelttemperatuur Tm is, Aan de wand x=0 gaat
warmte verloren volgens een of ander principe, hetgeen uitgedrukt
kan worden 1in een zekere randvoorwaarde van algemene aard. Ten ge-
volge hilervan Treedt stolling op en wel zodanig dat het vaste ge-
bied zlch ultbreidt in de richting van de positiecve ¥X-as. Nemen we
aan dat op zeker ogenblik het gestolde medium bepaald is door
O« x <X(t) en het vloeibare medium, dat dus steeds de stollings-
temperatuur T  bezit, door x> X(t), dan vindt aan het front X(t)
warmte-productie plaats ten gevolge van de vrijkomende stollings-
warmte .

Mathematisch wordt het probleem beschreven door de parti&le
differentiaalvergelijking in het gebied 0 <x < X(t)

D | 2T o™
(2.1) % 150 55 ) = pe 3t
en de randvoorwaarden
(2.2) x=0 °2 4 aT + b = 0,
O X
(2.3) x=X(t) { T =T,
o' . dX
Ksx=FPLb 3

De beginvoorwaarde is tenslotte
(2.4) t=0 X = 0.

De randvoorwaarde (2.2) is zeer algemeen en kan opn verschillen-
de uiteenlopende fysische situaties betrekking hebben. De grootheden
a en b kunnen hetzij constanten hetzij bekende functies van de tijd
zljn, In het algemeen moeten zij van te voren experimentecel of semi-
exXperimenteel bepaald zijn.

Ter wille van de eenvoud en ook om de methode gemakkell jk te

kunnen demonstreren beschouwen we i.p.v. (2.2) de eenvoudiger rand-
voorwaarde

(2.5) | T = Tm{ 1 - f(t)} \

hetgeen will zeggen, dat het temperatuursverloop aan de wand x=0 be-
Kend 1s verondersteld.
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De randvoorwaarde (2.3) drukt uit dat het front X(t), dat
zlch in de tTijd dt over een afstand dX verplaatst, in die t1ijd
een hoeveelheild warmte van p LdX per oppervlaktec-element produ-
ceert.

We nemen nu aan, dat fsCc en L constanten zijn en dat K
eventueel nog lets van T mag afhangen. We vervangen nu T door de
Ileuwe variabele

(,6) v =

2
(2"7/ X .?-..._...Y... —— av 9
me g ax? ot

Nu 1s erthter < een functie van T en kan dus ook opgevat worden
als een functle van v. Volgens Carslaw and Jaeger § 1.6 I mag men
echter x in 2.7) met een gerust geweten door een constante (ge-
middelde vervangen, aangezien de varlabiliteit van K primair door
(2.6) tot uitdrukking kan worden gebracht.

We zallen k2t ons nu maar gemakkeliljk maken en ook K constant

nemen (zile 2chter § 4). De dimensieloze variabele v is nu

(2.9) Vo= 1 - =

~€ randvo rwaarden luiden ultgedrukt in v als volgt

.2.10) x = O v = f£(t),
(2.11) v = X(t)j v = O,
a OV 1K
rx TdaT = O,

waarbil ] e de volgenae dimensielcze groep voorstelt

L
(2.12, § = -7
ch

BiJ de Te maken numerieke toepassing gebrulken we de door de "Hoog -

-

ovens' verstrekt: gegevens betreffende een staalsoort



7 7.3 (gm) /(cm”)

C 0.15 (cal)/(em)(°C)

K 0.07 (cal)/(em)(sec)(°C)
" 0.064 (cm®) /(sce)

L 06 (cal)/(gm)

T 1530 e

Hierult volgt dat g = 0.287.

Voordat we de discussie van hct algemene geval vervolgen zullen we
eerst het clementaire geval beschouwen waarbij f(t) een constante
is,

(=v)



3., Probleem van Neumann

Ter wille van de duldelijkheid herhalen we nog even de mathe-
matische beschrijving

(3.1)  0<x <X(t) naz‘ém%%,
2%
(3.2) X = O Vo=V _,
(3.3) x = X(t) v = O
rz?é+{§%::0,

Het blijkt te gelukken een oplossing te vinden waarbij v slechts
van de comblnatilie meA:\J t) afhangt. Deze oplossing is

(3.4) vV =v_ - A erf —2

, ° 2Vt
waarblj A een nog nader te bepalen congtante is.
De functie erf (error functie) is gedefinieerd als

(3.5) erfl 7z = = jheaﬂicﬂi

We merken even op dat voor klelne waarden van 2z

(3.6), erf z = V'm (z- -j- 23-1—.,.,)3
en voor grote waarden van 2z
2
(3.7) erf z = 7 ™" (2 . )
: 2T = 1 « —5— (g = —x + ...).
Ve < 223

De oplossing (3.4) voldoet aan (3.1) en (3.2). Uit de cerste voor-
waarde van (3.3) volgt

(3.8) A epf -2 = v

We kunnen dus stellen

(3.9) X(t) = 2q Vit .

Dan 1s dus

(3.10) A erf g = vV
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Uit de tweede voorwaarde van (3.3) volgt in verband hiermee

2
(3.11) Ve qed erf<q:=vb/;’.

L

Hieruit kan dus bij gegoeven V., de waarde van g gevonden worden.
We hebben dus als oplossing

2
(3.’12) { vq V m(}/\/mqeq cri p D < g

\Y

|

O P >q

|

Enkele waarden van het linkerlid van (3.11) volgen hieronder

q *fwcqafl erf g
0.4 0.35064
0. .45 O.464L
0.5 0.5205
0.55 O, 7432
0.6 0.9205
0.65 1.1286
0.7 1.3727
0.75 1.65973
0.0 1.9956

BiJ wijze wvan numerilelke toepassing leidt een wandtemperatuur van

Tom 1200° tot vom0,216 cn q=0.55. Ult (3.9) volgt dan dat na b.v.

10 vur het front zich bevindt op een afstand van 53 cm van de wand,
Voor de totale hoeveelheid uitgestraalde warmte pcecr oppervlak-

te-eenheid Q(t) in ecn interval t vinden we gemakkelijk

v
. 2T
Q(t) = gﬁl\ (5§)mif'm
(3.13)

I

2
2p Ll a e Vit

In bovengenoemd voorbeeld is dit 35 (kcal)/(cmg),
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4. Generalisatie van het probleem van Neumann

We beschouwen nu het probleem van Neumann waarblj x van de

temperatuur T afhangt. Indien we de substitutic (2.6) uitvoeren
luidt het probleem nu

2
(4./]) O<)£<X(t) "L(V) B-——X)—:: %;-{- 5
9% -
()‘4',.2) X = O VvV = VO"
(4-3) A= X—(t) v = 0,

Volgens een opmerking van M.L. Potters laat ook dit probleem een
oplossing toe welke van de comblnatle umx/2\f% afhangt. Stellen
we v=v(u), dan gaat (4.1) over in

(4. 4) < (v) 4%y fou Yoo 0
) 2 au 7
du
met de randvoorwaarden
(4.5) u = O Vo=V,
m { )
\Y
Hierbij 1s uiteraard um.voorlopig cen onbekende constante., Inte-

gratie van (4.4) en (4.5), (4.6) is in principe mogelijk en hier-
door 1S u ook bepaald. Tenslotte volgt het front ult

] 3
(%.7) Z(t) = 2u_Vt.
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5. Reductle tTot een integraalvergelijking

We vervalgen nu wecr het hoofdprobleem, d.w.z. de vergelijking
(2.7) met de randvoorwaarden (2.10) en (2.11). In plaats van (2.10)

Kan ook een andere voorwaarde gekozen worden. De methode blijft
echter dezelfde. We stellen nu

(5.1) vV o= vV

q T Vo

waarbij v de temperatuursverdeling aangeeft bij afwezigheid van

het stollingsproces en waarbij Vo de temperatuursverdeling aangeeft

ten gevolge van alleen het vrijkomen van dc stollingswarmte. Voor
X=0 18 dus

(5.2) V., = f(t) en v, = O.

De oplossing v
Men hecft

. 1s elementair (zie Carslaw and Jaeger p.03).

5 O X2 __ME
(5.3) V/](th) = U f £(t- | 2)6 a

X

>kt

of 1r dets andere vorm

3
v - 2
(5.4) v (x,8) = - [ £(x)(t-2) “exp- —X

2 d
2V © be(t-n)

Indien f(t) een cenvoudige functie 1s (zie Carslaw and Jaeger 1l.c.)
leidt (5.3) of (5.4) tot een betrekkelijk eenvoudige uitdrukking.
Is in het bijzonder v=v_ dan reduceert (5.3) zich tot

(5.5) v,.(x,t) = v_ erfe r__
L ’ O 2 VKT

waarbi/

(5-6) cerfec 2z = 1 - cri zZ.

De oplossing van het tweede problecem kan eveneens gemakkelljk
gevonden worden. We maken hierbij gebrulk van de elementalre oplos-
sing I'(x,t) behorende bij een momentane puntbron op de plaats x=0
op het tijdstip t=0 nml. ’ .

X
(5.7) E(x,t) = e HH?E,
2Vt
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Volgens Carslaw and Jaeger p.262 en p.293 is de oplossing

C
(5.8) Vo = = 3/4 [L { X - K(h)ﬁtmm} -E{x-%—}{(?i),tm?\}] X'(n)dn

Deze oplossing kan geinterpreteerd worden als de som van de bij-
dragen van de warmtebron aan het lopende front x= X (t) en van een

tegengestelde t.o.v. x=0 gespiegelde oneigenlijke warmtebron bi]
x=- X(%).

Tenslotte stellen we de voorwaarde dat aan het front x= X(t)
aan v=0 voldaan moet zijn, derhalve

(5.9) v (X (t),6) + v (X(t),t) = 0.

Denken we de uitdrukkingen (5.3) en (5.8) in (5.9) gesubstitueerd
dan ontstaat een integraalvergelijking waardoor X (t) bepaald is.

De oplossing van deze integraalvergelijking i1s in het algemeen
slechts met behulp van numerieke hulpmiddelén mogelijk. Toch kan
men er langs analytische weg nog wel enige resultaten aan ontlenen.
In de eerste plaats gaan we nog eens na wat deze methode in het
gevel van het in g 3 behandelde probleem van Neumann oplevert.
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6. Discussie van de integraalvergeli jking

o e W eI i, <Nty

Indien f(t) = v, volgt uit (5.3) onmiddellijk

~r

(6.1) v (%x,t) = v_ erfo —r .
] O E‘G:E

Stellen we

(6.2) x = 2p V kt ¥ = 29 V xt,

dan volgt uit (5.8) na een elementaire herleiding

l 2 2
- . 49 f “QD“Q‘JU) _ -ﬂgﬁwlfﬁw du
(6-3) V2 2\/;:__ Oj { CXD 2P exXpP } u(/lmu)

Het rechterlid van (€.3) kan uitgedrukt worden in error-functies.
De volgende methode leidt snel tot het doel. Uit (6.3) volgt

Y2 _ya [ [ p qu? (p-qu? )"
—_— "_m y- - eX — _ dU_ +
RS Ve { Jﬁ.dﬁ( mu)j = P 1-u
1 5 542
- j';%gﬁimm?7§-eXpilg&%ﬁ?lm-du} =
o w?(1-u)
,l b )
- i o -1
:2gjq{f exp_{(qggu) +p_q}dqwm+
T |3 1 (4Hu)2
g 5 2 r ~ )
+ j‘ exp m{ Q1iQ£iL_ + Dawqa} a q+pu2{}m
2 2
(6.4) = -2 ) Q e P erfc g indien p< q,
- 2 2
{ = 2Yq ed P eprr g indien p > Q.
Aangezien v2-@~o VOoOor p — 0 volgt na integratie van dit resultaat
1 & |
(6.5) Vo = mmEX‘qefl erf p erfc q VOOr P <,
1 2
wmggfqezq erfc  p erf g VOOor p > Jd.

Het bovenstaande resultaat is reeds in 1929 door Lightfoot gevonden,
overigens op vrij ingewikkelde wijze (zie Carslaw and Jaeger p.293).

De integraalvergelijking (5.9) wordt met X(t) = 23Vt nu
1 2
(6.6) v, erfc g -2 yqge? erfqg erfc g = O,

hetgeen inderdaad equivalent is met (3.11).
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We kunnen van het bovenstaande gebrulk maken om een schatting
af te leiden van de snelheid waarmee het stollingsfront X(t) voort-
schrijdt indien f(t) een willekeurige functie van de tijd is. Bij

wijze van 1llustratie kiezen we het geval

1
(6.7) £f{t) = atzf
Volgens Carslaw and Jaeger p.03 1is
]
Lo <
(6.8) v (x,t) = a(xt)2 1ierfc 5
| 2Y kt
waarbi]
L _,-°
(6.9) terfecz "€ ™2 7% - 7 erfc z .

Deze oplossing kan ook geinterpreteerd worden als te behoren bilj
een constant warmteverlies per oppervliakte-eenhclid aan de wand x=0,.
We maken nu de hypothese dat X(t) ongeveer met de wortel van de

tlijd toencemt, d.w.z.
(6.10) X(t) = 2gV rt,

waarplj nu q weliswaar van de tijd afhangt, meaar overigens tocn
weinig van cecen constante afwijkt. BilJ de integraalvergelijking (5.9)

is de eerste term exacte

Y
(et )2 ierfc qg.

0

(6.11) v (X(t),t) =

De tweede term is in eerste benadering, nml. g constant, volgens
(6.6) gelijk aan

L 2

(6.12) \Y% (t)yt) — ~Tf?yq_eq erf g erfc g,

zodat dus de integraalvergeli jking benaderd kan worden door

1 2 ,
(6.13) a‘tg'iePfW3c1m{'qe§1 erf’ g erfc qg.

We vatten nu g weer als een functie van de tijd op welke door (6.13)
bepaald 1is. Aldus vindt men een tweede benadering van g en dus van

X(t).
Onderstaande tabel geeft de ultdrukking

1 e
(6.14) Q:mmﬁwleq erf gerfc g/ierfc g

Vvoor enkele waarden van q.



0.45 1,084 1.175
0.5 1,423 2,024
0.E5 1 1.836 3.37
0.6 ; 2.338 5. 466
0.65 1 2,9U7 8,684
0.7 . 3.683 | 13.56

Met behulp van deze tahel kan mon geomakkelijk een grafiek samen-

&5 - "'""2 o P - o > o -
stellen, waarbij o tercon w 0 S T ultgezet 1s. Het blijkt uit dez=

cencdering d2t, cTgemion van ot begin, a slechts welnig met de

tijgd toencoeml, he*occn in cvereonstemning is met de veronderstel-
ling wellkke we pij hot nfleid~n van deze beradering gemaakt hebben.

1
Kiezen we ter 111 st=-atie aw'mweg’ of
\ Lk

(©.15) vo= 0. .752 (£ in uren),

zoda”, met een borintemperirtuur Tmm 15300

wani. na 10 uur ongevecar 730° vcdraegt, dan volgt uit de grafiek

de tempcratuur van de

dat 1.7 d~z2 10 uur aet fiont Ziechh op ongeveer 64 ¢cm van de wand
beviadt. Uit Ceoe tweende beonadering volgt dat het stollingsfront
enlge zins sneller dan met een VL ovet voortschrijdt, hetgeen ook
wel a priori duidelijk ir omdat de oppervlaktetemperatuur steeds
lager is (verg.mrafick 1).

-t verfijoen van deze bonadering zal hieronder besgschreven
worder , Evenwel verelst dit proces "= berekenlng van ecn groot 2°n —
tal integralen hetgern 71llecen recelijk uiltvoerbaar is met behulp
van e¢n electrcocnische - »2lenmachine. Op het "athematisch Centrum 1S
dit be anderingopreces etest en brulkbaar bevonden, bEchter is het
onder: 5 < in dev~ fasc stopegezet in verband met elders gevonden

rcsultaten.
2 beschiouwen ncxmasls het oorspronkelijke probleem met de

e

randvcorwaarde (2.10) waarbij £(t) een willekeurige functle van de
tijd iz, Blj de proefberekening 1s hlervoor ecn OnNs door de Hoog-

——

c7ens tor beschikliine <astelde grafiek gebrulkt. De integraalver-

cclijhing (5.9) scarijven we in de vorm

(6.6 v (X(t),8) = —v (X(t),t).
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In de eerste plaats vervaardigen we een tabel of een reeks gra-
fieken wvan vq(x,t) als functie van x en t. Dat verelst een aantal
numerieke integratles met behulp van de voorstelling (5.4). We
hebben hierboven gezien dat deze ececrste stap overbodig is indien
f(t) een eenvoudige functie is omdat dan vq(x,t) door een een-
voudige analytische uitdrukking voorgesteld kan worden. We nemen

nu als eerste benadering voor X(t) de formule (6.10) aan waarbij
g constant is.

Het rechterlid van (6.16) is nu de eenvoudige ultdrukking (6.12).
We kunnen de betrekking (6.16) nu gaan opvatten als een impliciete
bepaling van g als functie van t. Aldus ontstaat een tweede bena-
dering van X(t), waarbij in de voorstelling (6.10) nu g van de
tijd afhangt. De volgende stap bestaat hierin om de tweede bena-
dering van X(t) te substitueren in het rechterlid van (6.16).
Eechter moet nmu ook dit rechterlid door numerieke integratie met
behulp van (5.8) bepaald worden. Kennen we dit rechterlid als
functie van de tijd dan levert gelijkstelling met het linkerlid

een volgende benadering van X(t). We kunnen dit proces beschrijven
met

(6.17) v,}{X(mq)(t)yt} s “Vg{x(n)(t):t b

. N : ,
waarhi j X( ) de n° benadering 1is.
We hebben recdenen om aan te nemen dat de tweede benadering reeds

voldoende betrouwbaar is. Een numericke verificatie van dit ver-
moeden 1is niet meer tot uitvoering gekomen.
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Voortschrijden van stollingsfront X(t) bij oppervlaktetemperatuur = 1 - 0.162%

grafiek 7
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